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lqgualdades y Ecuaciones

Igualdades
Igualdad matematica es la proposicion de equivalencia existente entre dos expresiones
algebraicas conectadas a través del signo = en la cual, ambas expresan el mismo valor

Primer miembro ji==3 Segundo miembro
,—M ,—A—\

S34+9=¢8
3a-4 =10

Descripcién: Igualdades
Fuente: Portal Académico

Las igualdades pueden ser numéricas, si solamente comparan nimeros relacionados mediante
las operaciones, o algebraicas, si comparan expresiones que involucran nimeros y letras.

Ejemplo:
24+5=7 igualdad numérica

a+b=0 igualdad algebraica

Ecuaciones
Definicion: Las ecuaciones son igualdades algebraicas que, al sustituir las letras por

ciertos valores, se convierten en igualdades numeéricas.

Elementos de una ecuacion
Una ecuacion posee varios elementos:

» Términos
* Miembros
* Incognitas

*» Términos independientes

Incégnita o
Terminos

! |ndeEend|en1%s !
3x -5 =-16 — x
T ' I

Primer miembro

\ J
Y

Términos
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Caracteristicas:

e La variable esta elevada al exponente 1. (x! = x) (todo niimero elevado al exponente 1 es igual
al nimero base)

e Puede usarse cualquier letra para denotar la incdognita (x, y, z...etc) y los coeficientes son nimeros
reales.

o Mediante transformaciones equivalentes se puede llevar a la formaax + b =0 (cona#0.

Traduccion del lenguaje comun al lenguaje algebraico

El Planteamiento de la ecuacidn, correspondiente a cada problema, requiere el saber expresar
el lenguaje algebraico las condiciones que en el lenguaje ordinario contiene el enunciado del problema.

Ejemplos:
FORMA ESCRITA LENGUAJE MATEMATICO
La edad de Pedro X
El nimero de libros n
El dinero de Gladys d
El doble de un nimero 2X
El cuéddruplo de tu edad 4b
La mitad de un nimero n/2
Los % de tu dinero 3n
4

Ecuaciones Lineales

Una ecuacion de primer grado con una incégnita (también llamada ecuacion lineal) es una
expresion de la forma ax + b = ¢, donde a, b y ¢ son nimeros reales y el exponente de la incognita x
es 1.

En una ecuacién la expresion que se antepone al signo (=) se llama el primer miembro de la
ecuacion; la expresion que sigue al signo (=) se llama el segundo miembro de la ecuacion.

Primer Segundo
miembro

Descripcion: Representacion de partes de la ecuacion lineal
Fuente: Campus Digital UG
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Ejemplo:

1) 7x = 56
2) x—20=8
3) 2x+4=x-5
4) Zx+1=0

Resolucion de ecuaciones lineales

Para resolver ecuaciones de primer grado, se aplica la transposicién de términos, que consiste
en los siguientes puntos:

Ecuacion Proceso en su forma Solucién
abreviada
Cuando un término, en un x+3=8
lado de la igualdad esta
x+3=8 SUMANDO, pasa al otro \ 4
miembro RESTANDO xr=8-3
x=5
Cuando un término, en un 2x+3 =5x
B lado de la igualdad esta
2x +3 =5x RESTANDO, pasa al otro W/
miembro SUMANDO 2x+3—-5x=0
2x—5x=-3
—3x=-3
3
A
x =
Cuando un término, en un 5x =10
lado de la igualdad esta
Sx =10 MULTIPLICANDO, pasa \ 4
al otro miembro 10
DIVIDIENDO X=7
x =2
Cuando un término, en un 2x
. , —= x-10
2% lado de la igualdad esta 3
T —x-10 DIVIDIENDO, pasa al otro
3 miembro U

MULTIPLICANDO
2x = 3(x —10)
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2x = 3x — 30

2x —3x =30

—x =30

—x(—1) =30(—-1)
x =-30

Resolucion de Problemas con ecuaciones lineales

Llamamos problemas generales o literales aquellos en que los datos se representan por letras,
es decir, podemos cambiar del lenguaje comun al lenguaje matematico.

Para poder resolver problemas con ecuaciones, podemos seguir los siguientes pasos:

1. Representacion

2. Planteo

3. Resolucion

4. Comprobacion
Ejemplos:

1. Plantear y resolver la ecuacion de dos nimeros naturales consecutivos que sumen 51.

Representacion
X = valor de un nimero

x +1 = valor del segundo nimero
Planteo
x+(x+1)=51
Resolucion
X+x+1=51
2x=51-1
2x =50
X=7
x =25 valor del primer nimero
25 + 1 = 26 valor del segundo nimero
Comprobacion
X+(x+1)=51
25+(25+1)=51
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25+26=51

2. Plantear y resolver la ecuacién al siguiente enunciado:
Encontrar el nimero que cumple que la suma de su doble y de su triple es igual a 100.

Representacién
2x= doble del nimero

3x = triple del nimero

Planteo
2x + 3x =100

Resolucién
2X + 3x =100
5x =100

x = 100
x=20
Comprobacion
2x = 2(20) =40
3x =3(20) =60

40 + 60 = 100 reemplazando valores

Sistemas de Ecuaciones 2x2

En esta semana se pretende que el estudiante aplique los conocimientos adquiridos en la semana
anterior y pueda comprender y resolver de los sistemas de ecuaciones lineales, empezando con la
identificacion de los distintos elementos de un sistema de ecuaciones lineales (incognitas, coeficientes,
términos independientes), su escritura utilizando notacién matematica y su clasificacion.

Definicion: Se define como un conjunto de ecuaciones que tiene varias incognitas y tienen una

solucidon comun, la cual se desea encontrar.
Los sistemas de ecuaciones se pueden clasificar segun el nimero de soluciones que pueden presentar.
Estas pueden ser:

» Sistema compatible si tiene solucion, en este caso ademas puede distinguirse entre: o

Sistema compatible determinado cuando tiene una tnica solucién.
Sistema compatible indeterminado cuando admite un conjunto infinito de soluciones.

» Sistema incompatible si no tiene solucién.

Como las ecuaciones son lineales, sus gréficas son lineas rectas; se presenta tres posibles soluciones de
un sistema de ecuaciones lineales de 2x2.
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Una solucion No hay solucién Infinitas soluciones

No hay punto Ly L Numero infinito

de interseccion A de puntos de
- X nterseccion
- =X

Descripcién: Soluciones de un sistema lineal de ecuaciones de 2x2
Fuente: Haeussler & Paul (2003)

Meétodo de Igualacion
Consiste en despejar la misma incognita de las ecuaciones dadas y posteriormente hacer la
igualacion de ambas incognitas.

Aplicamos los siguientes pasos para resolver un sistema lineal de 2x2 por el método de igualacion.

1. Tomamos una de las ecuaciones y despejamos una de las incognitas de la ecuacion.

2. Despejamos la misma variable en otra ecuacion del sistema.

3. Por lapropiedad transitiva de la igualdad, podemos igualar las dos variables despejadas en cada
ecuacion.

4. La ecuacion que obtuvimos en el paso anterior es de primer grado con una variable; en ella,
despejamos el valor de la incognita que tiene.

5. Por ultimo, sustituimos el valor de la variable que encontramos en alguna de las ecuaciones que
se obtuvo en el primero o segundo paso.

Ejemplo 1:
Determinar el valor de las incognitas en el sistema de ecuaciones:

{x+y=9
x —y=-1
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Paso 1: Despejar la misma incdgnita "x" 0 "y" en cada ecuacion
) i [T ,
Ecuaciéon 1 =» X +¥y =9 Despejamos xrestandoy — | x=9—-y
~ Ecuacién 2 :—> x—y =-—1 Despejamos x sumandoy — u}“:"—-l-:i-;l
Paso 2: lgualamos la incognita despejada x = x
Ecuacion 1 |_.>: 9—}' = —1+y | = Ecuacién 2
Paso 3: Despejar la incognita
9-y=-1+y /+y Pasamos el -y sumando
9=-1+2y /+1 Pasamos el -1 sumando
10=2y /=2 Pasamos el 2 dividiendo
y=25 Como y = 5 podemos determinar que x = 4
Ejemplo 2.
Determinar el valor de las incognitas en el sistema de ecuaciones:
3x—2y =16
{ 5x + 4y = 12
Paso 1 Paso 2 Paso 3 Paso 4 Paso 5
3x-2y =16 bx+4y=12 X =X 5(16+2y) = 3(12-4y) «— 16 + 2y
16+2y 12— 4y €
3x=16+2y  5x=12-4y 3 > go+10y=36-12y . 16+2(=2)
3
16 — 4
16 + 2y 12 — 4y 10y + 12y = 36 — 80 =
X = X = 3
3 5
12
22y=-44 ST
x=4
ks
Y=722
y=-2
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La solucion del sistema de ecuaciones es x =4,y = -2
Comprobacion:

Puede comprobar en una de las dos ecuaciones.

En la ecuacion (1) En la ecuacion (2)
3x-2y=16 S5x+4y=12
3(4)-2(2)=16 5 (4) +4(-2) = 12
12+4=16 20-8=12

16 =16 12=12

Problemas utilizando sistemas de ecuaciones lineales 2x2

Para resolver los problemas, tenemos que seguir los siguientes pasos:

1. Identificar las incognitas (serdn x e y)
2. Obtener las dos ecuaciones
3. Resolver el sistema (por igualacion)

Ejemplo 1:
Hallar dos nimeros cuya suma sea 23 Yy cuya resta sea 1
Representacion

X: primer nimero

y: segundo numero

Planteo Sistema de ecuaciones

{ Xx+y =23
x —y=1
Resolucion

De cada ecuacién despejamos la variable “x”
X+y=23 x-y=1
X=23-y Xx=1+y

Igualamos las dos variables “x”

X=X
23 -y=1+y El valor de “y” reemplazamos en cualquier ecuacion
-y-y=1-23 para hallar la variable x:
-2y =-22 x=23-11
y== X =12
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y=11
Comprobacion
Los valores de x, y reemplazamos en una de las ecuaciones:
X+y=23
12+11=23
23=23

Como obtuve una igualdad, los valores de x = 12, y = 11 son la solucidn del sistema de ecuaciones.

Método de Reduccion o Eliminacién
Definicion: EI método de reduccion consiste en multiplicar a una de las ecuaciones por un

namero, de modo que, al sumar ambas ecuaciones, una de las variables sea eliminada.

La parte importante del método de eliminacion es buscar en el sistema coeficientes iguales en la
misma variable, por ejemplo, si se tiene el término 9x en una ecuacion, se espera que se obtenga de
alguna manera -9x en la otra ecuacion. En caso de que la ecuacion tenga todos sus coeficientes distintos,
es necesario que multipliques los dos miembros de una de las ecuaciones, de manera que se generen los
nameros iguales. Si el sistema ya cumple con la condicion mencionada, entonces se realizan los
siguientes pasos:

1. Se suman los miembros de las dos ecuaciones, de manera que se elimine una de las incognitas
y se forme una nueva ecuacion.

2. Despejamos la ecuacién gque tenemos de manera que obtengamos el valor de una de las
variables.

3. Se sustituye el valor de la incégnita que encontramos en el paso anterior y despejamos la
variable que hace falta encontrar.

Ejemplo 1: Resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

{ 3x+2y=14
x —2y=2

Como los coeficientes de los términos en “y” son nimeros opuestos, podemos sumar las ecuaciones
para eliminar la variable “y”

3X+2y+=14
X -2y=2
4x =16
16
x=—
4
Xx=4

€y,

Reemplazamos el valor de “x” en cualquiera de las ecuaciones para hallar la variable “y”
X-2y=2
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4-2y=2
4-2=2y
2=2y

y=§

y=1

Comprobacion

Los valores de x, y reemplazamos en cualquiera de las ecuaciones
3x+2y=14

3(4) +2(1) = 14

12+2=14

14=14

Por lo tanto, la solucion del sistemaes x =4,y =1

Problemas utilizando sistemas de ecuaciones lineales 2x2
Ejemplo 3:

Las edades de dos hermanos suman 32 afios y su diferencia es de dos afios. ;Cuantos afios tiene cada
hermano?

Representacion

x: edad hermano mayor.
y: edad hermano menor.
Planteo

{x+y=32
x—y=2

Resolucion

No se necesita multiplicar por ningiin nimero ya que podemos eliminar facilmente la variable y.
X+y=32

X-y/=2

2x/ =34

9

Reemplazamos el valor de “x” en cualquiera de las ecuaciones para hallar la variable “y”

X+y=32
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17+y=32
y=32-17

y=15
Comprobacion

Los valores de x, y reemplazamos en cualquiera de las ecuaciones

X-y=2
17-15=2
2 =2

Por lo tanto, la edad del hermano mayor es 17 y la del hermano menor es 15

Inecuaciones
En el conjunto de los nimeros reales R, podemos comparar sus elementos mediante una relacion de
orden:

< Se lee menor que
> Se lee mayor que
< Se lee menor o igual que

v

se lee mayor o igual que

a<b a>b a=b a<b a>b

A la relacién que usa estos signos se llama desigualdad:

Una desigualdad puede ser verdadera o falsa:
7 > 3 verdadero
5 > 8 falso
Cuando una desigualdad presenta una incognita se denomina inecuacion.
7+x<3

(x+1)?%?>3
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Resolver una inecuacion es encontrar el intervalo de numeros reales para el cual la inecuacion se
transforma en una desigualdad verdadera.

Un intervalo es un subconjunto de nimeros reales que se encuentran entre dos valores que
delimitan un extremo inferior y otro superior. La simbologia para representar los extremos se
presenta en la siguiente tabla:

extremo izquierdo derecho
cerrado [ ]
abierto ( )

Los tipos de intervalos se presentan en el siguiente grafico.

A
T

I

a) [a, + =)

b) (a, + o)

JE

i
b5 LA 5 uu.x,lul
d) (-, b)
e) (a, b)

f) [a bl

g (a, b

h) [a, b)

Descripcion: Casos que se presentan en los gréaficos de los intervalos
Fuente: Carrefio & Cruz (2006)

Inecuaciones lineales

Cuando una desigualdad presenta una incognita se denomina inecuacién. Se llama incégnita de una
inecuacion al valor desconocido que se pretende determinar. La inecuacién es lineal porque el
exponente de la variable es uno. Una inecuacion se resuelve igual que una ecuacion considerando que
no es una igualdad y que el conjunto solucién puede ser infinito o estar dentro de un intervalo.

Ejemplo 1. Hallar el conjunto solucion de la inecuacion: 3x -3 >5 - x

arcicio -3>5-X
lucion -3>5-X
+x>5+3
>8
>8
X=3
>2
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lucién grafica

p— 0 2 +e=

lucion intervalo  + «0)

Ejemplo 2. Hallar el conjunto solucion de la inecuacion: 2x - 4 > 3x
2rcicio -4>3x
lucion -3x>4
>4 Multiplicamos por (-1) y cambiamos el sentido de la desigualdad

lucién grafica

- -4 + 00

lucion intervalo », -4]

Inecuaciones cuadraticas
Una inecuacion cuadratica es una desigualdad que tiene la siguiente forma:

ax’+bx+c>0
ax’+bx+c>0
ax’+bx+c<0

ax’+bx+c<0

El conjunto solucién se determina mediante la elaboracion de la tabla de signos que describe los
siguientes pasos:

Se determina las raices de la inecuacion (factores que hacen que el resultado sea cero)
Se ubican los factores de menor a mayor

Los valores antes del limite se consideraran menores y se les asignara el signo -

1
2
3
4 Los valores después del limite se consideraran mayores y se les asignard el signo +
5 | Serealiza el producto aplicando la ley de signos

6

Se determina el intervalo que constituye el conjunto solucion.

Ejemplo 1. Resolver la siguiente inecuacion: x?+x-2>0
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RAIICE'S—VALORES TABLA DE SIGNOS
LIMITES
X2+ x-2>0
xX?+x-2=0 —o0 -2 1 +
(x+2)(x-1)=0 x+2 - @ o+ +
X1+2=0;X%-1=0 x—1 - = (] +

X =2:%=1 PRODUCTO - - -

Como la condicion planteada en la inecuacion es > 0,
entonces se consideraran los intervalos +

Por lo tanto el conjunto solucion sera:

(—OO, _2] Y [1! +OO)

Matrices

Las matrices y los determinantes son herramientas del algebra que facilitan el ordenamiento
de datos, asi como su manejo.

Una de las aplicaciones de las matrices es como un instrumento poderoso para tratar con
modelos que impliguen la solucidn de sistemas de ecuaciones lineales. En esta unidad se consideran
los aspectos practicos de la solucion de sistema de ecuaciones mediante matrices y operaciones con
matrices, entre otras.

Recordemos que un sistema de m ecuaciones con n variables, se expresa por

ar1%11 + b1pY1o+... C1pC1n = dy

Az1%X21 + b22Y22+... ConCon = ds

A31X31 + b32Y32+... C3pC3p = d3
Donde:

El primer subindice de los coeficientes indica el nimero de la ecuacion, y el segundo el
namero de la variable.

Los coeficientes que acomparfian a las incognitas se pueden colocar en la forma:
a1 bz c1p
az1 by Cop
azy bz c3p

gue es una tabla rectangular de m filas y n columnas. De esta manera surge la siguiente
definicion:
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Definicion de matriz

Es decir, una matriz es un conjunto de nimeros ordenado en filas y columnas, cada término es
un elemento de la matriz y su dimensién esta dada por el nimero de filas y columnas que la conforma;
se acostumbra a encerrarlos entre corchetes, y también es comin que se utilicen paréntesis. En la

representacion simbdlica de matrices usaremos letras mayusculas en negritas como A, B, C, etcétera.

Descripcion: Matriz de orden 2x3

Fuente: Anénimo (s.f)

Ejemplo:

1 1
A=10 -1
-2 0 /3x2
Una matriz de segunda orden, se define a una matriz cuadrada de dos por dos, es decir dos

filas y dos columnas.

Ejemplo:

=G ..

Se define a una matriz de tercer orden a la matriz cuadrada de tres por tres, es decir tres filas
y tres columnas.

Ejemplo:
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Tipos de matrices

POR SU ORDEN
PORSUS ELEMENTOS
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EDUCANDO CON VERDAD.CIENCIA Y LIBERTAD

Matriz transpuesta AT

Ejemplo 1:

Obtenga la matriz transpuesta de:

1 -1 2 3
A=<—3 2 0 —1)
0 —1 -2 2 /304

En la formacion de la matriz transpuesta escribimos la primera fila como la primera columna,
la segunda fila como la segunda columna y asi sucesivamente.

Solucion

1. Tomar en cuenta que:

e A, esun matriz de orden 3 x 4,

e Latranspuesta AT serd una matriz de orden 4 x 3.
2. Por tanto, la matriz traspuesta de A es:

1 -3 0
ar—(-1 2 -1
2 0 2

Ejemplo 2:

Obtenga la matriz transpuesta de:
B=(2 -5)

La transpuesta de una matriz fila es una matriz columna:
T_ (2
BT = ()

Ejemplo 3:

De las siguientes matrices identificar de que orden son:
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Encontrar la Traspuesta de las siguientes matrices:

1)
Fz(—ol _22 (1))2><3

0o -1
FT=|-2 2
1 0/3x

Operaciones con matrices

Adicion (Suma) de matrices

Para sumar dos matrices deben tener el mismo orden, es decir deben tener el mismo niimero
de filas y de columnas, se suman término a término los elemento de cada matriz.

Ejemplo 1.
Sean las matrices:
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Encotrar A+B.

A= b 8= ),

Las matrices A y B tienen el mismo orden se puede realizar la operacidén suma.

_(a+(—a) a+b)

A+B_(c+(—c) b+b
_ (0 a+b
A+B_(0 Zb)

Ejemplo 2.
Sean las matrices:

1 3 -7 —4
A= (—4 —1> B = < 6 2 )
-3 0 0 -1
1 3 -7 -4
A=(—4 —1) ;B=(6 2)
-3 0/3x 0 —1/3x
Como las matrices A y B tienen el mismo orden, se puede realizar la operacion de suma entre ellas.

1+(=7) 3+ (-4)
A+B=(—4+6 —1+2)

—340 0+(-1)

-6 -1
A+B=| 2 1
-3 -1
Sustraccion (Resta) de matrices

Encontrar A+B.

Pueden restar dos matrices A 'y B, si sdlo si, tienen las misma dimension. Al ser sometidas a la
oprecion de resta, da como resultado una tercer matriz C, y ésta tendra la misma dimension que la matriz
AyB

Para restar matrices estas deben ser del mismo orden, es decir el mismo namero de filas y de
columnas, y se operan término a término los elemento de cada matriz.

Ejemplo 1.
Sean las matrices:
a a —
A=) =)
a=( ), 8= D),

Como las matrices A 'y B tienen el mismo orden se puede realizar la operacion de resta entre ellas.

A_B:(a—(—a) a—b)

Encontrar A-B.

c—(—c) b-Db
A-B=(5 *3")

Ejemplo 2.

Sean las matrices:
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(3 0 -4 (-4 -1 2
A_(—s -1 2) B_(s 2 6)
_(3 0 -4 (-4 -1 2
2=(5 3 2 B0 2 o
Como las matrices A 'y B tienen el mismo orden se puede realizar la operacion de resta entre ellas.

_3-(-4) 0-(-1) -4-2
A_B‘(—s—s 1-2 2—6))

Encontrar: A — B.

A-B= (—3 3+—45 —0 1+—12 _24—_62)
A-B= (—78 —13 _46)

Producto de un escalar por una matriz

Si A es una matriz m x n 'y k es un namero real (también llamado escalar), entonces con k - A
denotamos a la matriz m x n obtenida al multiplicar cada entrada de A por k. La operacion se llama
multiplicacion por un escalar, y k - A se llama maltiplo escalar de A.

Ejemplo 1.

Dada la matriz A y el escalar k.

Encontrar: k- A

3 1 0
k-A=3(1 -3 -2]|=

0 -2 3x0 3x(-2) 3x4

3x3 3x1 3x0
<3 x1 3x(-3) 3x (—2))
9 3 0
3 -9 -6
0 -6 12

Ejemplo 2.

Dada la matriz B y el escalar k.

Encontrar: k- B
— 0(=3) (=2)(-3)
kB =(-3) (g 12)=<3(—3) 1(=3) ):(—09 %)

Producto con Matrices

Para realizar el producto entre matrices se debe verificar que el nimero de columnas de la
primera matriz coincida con el nimero de filas de la segunda matriz, luego se realizara la suma de los
productos de los elementos de las filas con los de las columnas correspondientes y se determina cada

elemento de la matriz resultante.
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Amxn) ; B(xg)

Condicion: Debe tener el mismo nimero de columnas de la primera matriz con el mismo
namero de filas de la segunda matriz.

3 COLUMNAS

_(a11 a2 a13)

Az1 QA2 Q23,40

b11 b12 b13 >

B =|by1 by by 3 FILAS
bsy b3y bs3 nxq —

Ejemplo 1.

La matriz A es de orden 2 x 3y la matriz B es de orden 3 x 2

Entonces:
e 2 X3 3 x2

Ejemplo 2.

Dadas las matrices Ay B.

Encontrar A - B
Procedimiento:

1. Constatar que el nimero de columnas de la primera matriz es igual al nimero de filas de la
segunda matriz.

2. Proceder a realizar las multiplicaciones de los elementos de la primera fila de la matriz A, por
los elementos de la primera columna de la matriz B.

w33 937

AB=(1x2 0x(—1) 4x0)
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3. Se sigue realizando las multiplicaciones de los elementos de la primera fila de la matriz A por
los elementos de la segunda columna de la matriz B

2 =3
-1 0 4
AB = ( )(—1 2)
2 3 =2 0 1
AB=(—-1x2 0x(-1) 4x0 —1x(-3) 0x2 4x1)

4. Luego se multiplica los elementos de la segunda fila de la matriz A por los elementos de la
primera columna de la matriz B

w8 442

AB_<—1x2+0x(—1)+4><0 —1x(-3)+0x2+ 4x1 )

2X2+3x(-1)+(-2)x%x0

5. Seguimos realizando las multiplicaciones de los elementos de la segunda fila de la matriz A
por los elementos de la segunda columna de la matriz B

AB:(_zl g —42)<_21 _;)

1. Realizamos las operaciones:

AB_(—1><2+0><(—1)+4><0 1x(-3)+ 0x2+ 4x%x1 )
T 2X243X (D)4 (-2)x0 2x(-3)+3x2+(-2) x1
AB_(—2+0+0 —3+2+4 )

"4+ (=3)+0 —-6+6+(-2)
=2 3
AB_(1 _2)

2. Obteniendo una nueva matriz de 2 x 2

Ejemplo 3.
Dadas las siguientes matrices:
A=<% 3 1>;B=<g 0 g);c:(_zjL 20
0 -4 1
Encontrar:
a) CxB
Solucién

a) Encontrar CxB
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5 1 4
c=(% 3 0 ;B=<3 0 6)
2X3 -1 2 1 3x3
1. Identificar el orden
2x3  3x3

2. Se procede a multiplicar cada fila de la pL'rmela matriz por cada columna de la segunda
matriz.
B-C
_((2><5)+(—1x3)+(4><1) Cx1D)+(=1x0)+(4x2) (2><4)+(—1><6)+(4><1))
T\(-1x5+Bx3)+((0x1) (-1xD+@Bx0)+0x2) (-1x4)+(Bx6)+(0x1)

3. Obtener una matrizde 2 x 3

B_C=(10—3+4 2—-0+8 8—6+4)

—-54+9+0 —-14+0+0 —-4+18+0
_ /11 10 10

B C_(4 -1 14)

Determinantes

Un determinante es una magnitud escalar, es decir, un nimero asignado a una matriz, y tiene la
siguiente forma:

a11 Q12 Qg3
A1 Az Az
asz1 a3z dAzz

A=

Para calcular determinantes de segundo y tercer orden el método mas simple es el de
multiplicacion diagonal, mejor conocido como Regla de Sarrus. Esta regla establece que para una matriz

a b

de segundo orden 4 = (C d) , el determinante se calcula de la siguiente manera:
2X2

det) = ¢ ’| = @@ - ©®)

Para calcular un determinante de una matriz de tercer orden se debe considerar que, el
denominador de las incégnitas es igual al producto de los elementos de la diagonal principal de A,
menos el producto de los elementos de la segunda diagonal. Este nimero se llama determinante de la
matriz.
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a1 Q12 Q413
a1 Q2 Az3
az; dzz 04z3

= Q11032033 T 13021032 T Q12073031 — Q11023032 — Q12021033 — 13022031

det(4) =

Ademas, nos permite, encontrar el determinante del sistema As, y asi obtener una tnica solucion
del sistema compatible. Para poder encontrar los valores de las variables X, y, z: debemos encontrar los
determinantes de x (Ax), determinante de y (Ay) y el determinante de z (Ay).

_ Ax _ Ay Az
£ Y= as As

Regla de Sarrus

La regla de Sarrus es un método que permite calcular rapidamente el determinante de una
matriz cuadrada con dimension de 3x3 0 mayor.

En el sistema de ecuaciones, aplicando Regla de Sarrus se puede repetir las dos primeras filas hacia
abajo, o las dos primeras columnas hacia la derecha, obtenido una matriz.

Regla Sarrus fila hacia abajo Regla Sarrus columna hacia derecha

1X11 Y12 Z13

X21 Y22 Z23 X11 Y12 Z13 X111 Y12
As = |X31 Y32 Z33 As = |X21 Y22 Z23 X321 Y22
X11 Y12 Z13 X31 Y32 Z33 X31 Y32

X21 V22 223

En otras palabras, la Regla de Sarrus consiste en dibujar dos conjuntos de dos tridngulos
opuestos mediante los elementos de la matriz. EI primer conjunto seran 2 tridngulos que cruzaran la
diagonal principal y el segundo conjunto seran 2 triangulos que cruzaran la diagonal secundaria.

1 Signo + Signo - 1

Descripcion: Regla de Sarrus
Fuente: Anénimo (s.f.)

Ejercicio
Realice el sistema de ecuaciones de 3x3 mediante el Método de Cramer-Sarrus

x+y+z=11
2x—y+z=5
3x+2y+z=24
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Obtener los coeficientes de todo el sistema de ecuaciones, aplicando Regla de Sarrus es decir se puede
repetir las dos primeras filas hacia abajo, o las dos primeras columnas hacia la derecha, se obtiene la
siguiente matriz.

Diagonales .
1.1 1 rincipales
2\1 P P
As = §><2 Diagonales
51 secundarias

Procedimiento:

Se obtiene el determinante del sistema, multiplicando las diagonales principales y restando el producto
de las diagonales secundarias.

=(—1+4+3)—(-3+2+2)
=6-1
=5

Aplicando Regla de Sarrus para obtener el determinante de X, y, z, escribiendo las dos primeras
columnas hacia la derecha:
Ti y

11 1 w11 1],
Ax = |5~ —F" 1 5 -1

2472 T~ 247~ 2
A A’/ A\/\‘ \\A \A
=(-11+424+10) — (=24 + 22 +5)
=23-3
=20

x Ttz gy
Ay =2 5 _ .4~ 5

3 24 133724

- //\ /,‘ A
= (54 33 + 48) — (15 + 22 ¥ 22)
=86 — 61
=25

Y T

L1 1 1

Az=‘2 -1 5 2 -1
3 2 24 3 2
= (=24 + 15 + 44) — (=33 + 10 + 48)
=35-25

=10

Una vez, que se ha obtenido DETERMINANTE de: X, Y, z (Ax, Ay y Az), asi como el del sistema
(As), debemos encontrar los valores de X, y, z.
As =5

Pagina |28



Guia de Estudios para Examen de Ubicacién - C12

Ax = 20
Ay =25
Az =10

_Ax _Az

x_As Z_As

_20 _10

x—5 z—5

x =4 z=2

Comprobacion

Sustituyendo los valores de las variables x, y, z

2x—y+z=5

2(4)-5+2=5

8—-5+2=5

La recta

Para indicar los puntos de una recta, debemos utilizar letras mayusculas.

L,

A

Descripcion: recta L1 con dos puntos.
Fuente: caracteristicas (2020)
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Inclinacién de una recta
Es el angulo que una recta forma con el eje “x” positivo, este angulo se mide a partir del eje
“x”y girando en sentido opuesto a las manecillas del reloj. Se representa con la letra 6.

7\

/f

yd

"

AN

>

o

Descripcidn: inclinacién de la recta.
Fuente: matematicas video (2020).

Pendiente de una recta
La pendiente de una recta es la tangente del angulo de inclinacién que tiene una recta y se

representa con la letra m.
m =tané6
Pendiente de una recta que pasa por dos puntos
Si se conocen las coordenadas de dos puntos sobre una recta, entonces la pendiente de la recta
se puede encontrar a partir de las coordenadas dadas.

Definicion
Sean (X1, Y1) Y (X2, =) dos puntos diferentes sobre una recta no vertical. La pendiente de la recta
es:
Y2 — V1

m=——
X2 —Xq
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A
V3

P3

P,

=<

Descripcion: Recta con tres puntos.
Fuente: matematicas video (2020).

Tipos de pendiente

CERO

m=0

Recta horizontal.

SiS a3 (23] 3] 2 9 4] 5 &

Ejemplo 1. Hallar la pendiente de la recta que pasa por los puntos (4, 1) y (7, 10).

Solucion.

Aplicamos la férmula de la pendiente de una recta que pasa por dos puntos:

Y2—N

- Xy — Xq
y remplazamos los valores de los puntos

10-1 9
m= =

7—4 3

Ecuacion explicita de la recta

Descripcion: 2 puntos en el plano.
Fuente: Tituafia, M. (2023).
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La ecuacion explicita de la recta es la mas importante de todas sus representaciones porque nos
da mucha informacion de la recta.

La forma universal de esta seria la siguiente:

y=mx+5b
Siendo:
m la pendiente de la recta.
b la ordenada en el origen o corte con el eje y.

Ecuacioén general de la recta

ESs necesario recurrir a una ecuacion que permita abarcar de forma general, todas las rectas en
el plano cartesiano. Esto lo haremos definiendo la recta no como una ecuacion explicita, sino como una
ecuacién implicita. Es decir, no como una variable (y) que depende explicitamente de otra variable (x),
sino como una relacion entre ambas variables.

Entonces, si A, B y C son numeros reales tal que A y B son diferentes a cero, definimos la
ecuacion general la recta como una relacién entre dos variables X e y a través de una igualdad de la
siguiente forma:

Ax+By+C=0
Ecuacion de la recta conociendo un punto y la pendiente

Si conocemos un punto y la pendiente de una recta, podemos encontrar una ecuacion cuya
grafica sea esa recta. Suponga que la recta L tiene pendiente m y pasa a través del punto (X1, y1). Si (X,
y) es cualquier otro punto sobre L, podemos encontrar una relacion algebraica entre x y y.
y=yi=m(X-Xi)

la ecuacidn anterior se denomina “ecuacion de la recta punto — pendiente” que pasa por el
punto (X1, y1) y tiene pendiente m.

(X, y)

Pendiente = m

(X1. ¥1)

= X

Descripcion: Recta que pasa por (X1, y1) con pendiente m.
Fuente: Haeussler & Richard (2003).

Ejemplo 2. Encontrar la ecuacién general de la recta que tiene pendiente 2 y pasa por el punto (1, -3).
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Datos.
m=2

(Xl! yl) = (11 _3)

Solucion.
y—yi=m(X—Xx)
y-(=3)=2(x-1)
y+3=2x-2
2X-y-2-3=0
2x-y-5=0

Ecuacion de la recta conociendo dos puntos

L1

-2

Descripcion: Recta que pasa por (1, -3) y m=2.
Fuente: Tituafia. M. (2023).

Si conocemos dos puntos (X1, y1) Y (X2, y2) de una recta, podemos encontrar una ecuacion cuya
gréafica sea esa recta. Primero determinamos la pendiente de la recta a partir de los puntos dados.
Después sustituimos la pendiente y uno de los puntos en la forma punto — pendiente.

Ejemplo 3. Determinar la ecuacion explicita de la recta que pasa por los puntos (3, 1) y (-1, -1).

Datos

(x1,y1) = (3, 1)
(X2, ¥2) = (-1,-1)
Solucion.

Primero hallamos la pendiente con la formula

Y2o—W1
m:
Xy —Xq
_—1—1_—2_1
M=1_-37272

luego utilizamos la formula punto — pendiente
y—y1=m(x—x)

1= ! 3
y-1=5(&=-3)

200-1D=(x-3)

2y—2=x-—3
2y=x—3+2
2y=x-1
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Rectas paralelas y perpendiculares

Rectas paralelas
Dos rectas con pendientes mi y my son paralelas si y sélo si tienen la
misma pendiente.

mi=m;

En el plano, dos rectas son paralelas cuando no se cortan. Es
decir, cuando no tienen puntos en comun.

YA L

Descripcion: Rectas

paralelas.
Fuente: matematicas video
(2020).
Rectas perpendiculares
Dos rectas con pendientes m; y m2 son perpendiculares entre si, si VA
y s6lo si, L
0 Ly
1 e
my; = ——— 9
m4 m, _;1
ml
0 que es lo mismo
m; X my=-1
. , , -
Dos rectas perpendiculares entre si forman un angulo recto (90°). 0 X

Descripcién: Rectas perpendiculares.

Fuente: matematicas video (2020).

Recordatorio:

y=mx+b
Para determinar la pendiente en la ecuacidn general:

Ax+By+C=0

m=—§

Para determinar la pendiente en la ecuacion explicita:
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Ejemplo 1. Determine si las rectas son paralelas o perpendiculares.
Liiy=5x+2
Lo:-5x+y-3=0

Solucién.
La ecuacion L; esta en forma explicita y = mx + b; donde “m” es 05
la pendiente, por lo tanto, su pendiente sera Sl TRRR Y [P S
0.4
m]_:5
La ecuacion L, estd en forma general Ax + By + C = 0; -
donde la pendiente viene dada por .
-5x+y-3=0
01
A
m=—=
B fe 05 fa 03 02 01 0
A=-5
B=1 Descripcion: Rectas paralelas.
Fuente: Tituafia, M. (2023).
-5
m [ —
2 1
mz = 5

por lo tanto, su pendiente sera

-5
m2=—T=5

Ambas pendientes tienen el mismo valor m; =m; = 5; por lo tanto, las rectas son paralelas.

Problemas de rectas paralelas y perpendiculares

Se analizan los problemas con ayuda del soporte teérico que se ha visto sobre rectas paralelas

y perpendiculares para responder a los mismos.

Ejemplo 3. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (=3,1) y es paralela alarectay = 2x —

3.
Solucion:

Datos:
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Liy=2x-3

P1(-3,1)

De la recta L, podemos determinar m:
y=2x—3 2> y=mx+b

Por lo tanto, my = 2

Como las rectas son paralelas se cumple que:
m;=m;

Ahora se tiene:

mp; =2

P1(=3,1)

Ya se puede escribir la ecuacion de la recta, usando:

y—y1=m(x —x;)
y—1=2(x-(=3)
y—1=2(x+3)
y—1=2x+6
y=2x+6+1

y=2x+7

-C12

Conicas

4

A=(-3,1)

L2:y=2x+7

Ld:y=2x-3

o _/_20/
/]

Descripcion: Rectas paralelas.
Fuente: Tituafa. M. (2023).

Una conica es la curva que se obtiene como interseccion de una superficie conica de revolucion

y un plano.

Circunferencia

Generatriz (Cseneratriz

Circunferencia

Elipse

al eje.

Ceneratriz

Hipérbola

Generatriz

Paribola

El plano es perpendicular | El plano es oblicuo al eje y | El plano es paralelo al eje. | El plano es oblicuo al eje y
no es paralelo a la generatriz. ' Se obtienen dos curvas.

paralelo a la generatriz.

Descripcion: Conicas generadas al cortar con un plano un doble cono.

Fuente: Fernandez (2014).
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Si se corta un doble cono por diversos planos, segun su inclinacion, las intersecciones que se
producen dan lugar a curvas bien definidas: las conicas. A continuacion, se presentan las 4 posibilidades
que se pueden presentar cuando el plano no pasa por el vértice.

La familia de curvas obtenidas tiene una gran importancia en campos como la arquitectura, la
astronomia o la ingenieria: las conicas. En este curso estudiaremos Unicamente dos de las cuatro conicas,

circunferencia y parabola.

Circunferencia

Una circunferencia es el lugar geométrico de los puntos de un plano que equidistan de otro
punto fijo llamado centro (C). La distancia fija se Ilama radio de la circunferencia (r).

(hy k)

NS

Descripcion: Circunferencia con centro (h, k) y radio r.
Fuente: neurochispas.com (s.f.).

La circunferencia es el perimetro del circulo, que posee los siguientes elementos:

Recta
secante Arco

Cuerda

Centro

Diametro

Recta

_ | Radio
tangente

Descripcion: Elementos de la circunferencia.
Fuente: diferenciador.com (s.f.).
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e Centro: El punto interior equidistante a todos los puntos de la circunferencia.

e Radio: Segmento que une el centro de la circunferencia con cualquier punto de ella. El radio
se denota con la letra «r» 0 bien con sus puntos extremos, su medida es constante.

e Cuerda: Segmento que une dos puntos de la circunferencia de manera interna.

e Diametro: Es la cuerda de mayor medida que pasa por el centro de la circunferencia. Lo
denotamos mediante «d» y es el doble del radio (2r).

e Tangente: Es la recta que interseca a solo un punto de la circunferencia.

e Secante: Es la recta que corta a la circunferencia, intersecando dos puntos de ella.

Ecuacion canodnica de la circunferencia con centro en el origen

Segun la definicidn, se tiene que cualquier punto P (x, y) que pertenezca a la circunferencia se
encuentra a una distancia CP desde el centro, y a este segmento se le conoce como radio.
Aplicando la formula de distancia entre los puntos desde un punto P (x,y) al centro C (h, k):
d? = (x —h)? + (y — k)?
La distancia d es igual al radio (d =), por lo tanto
r?=(x-n*+-k?
Remplazamos las coordenadas del centro C (0,0)
r?2 = (x—0)? + (y — 0)?
rt=x%+y?

La ecuacién anterior se denomina ecuacién canénica de la circunferencia con centro en el
origen.

Descripcion: Circunferencia con centro en el origen (0,0) y radio r.
Elaborado por: Vivanco, S (2022).

Ecuacién canonica de la circunferencia con centro en (h, k)

Iniciamos con el mismo procedimiento ejecutado anteriormente para obtener la ecuacion
candnica con C (0, 0), pero en este caso, vamos a sustituir por el centro de coordenadas C (h, k) pues
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este se encuentra fuera del origen. Empleamos la formula de distancia entre dos puntos desde un punto
P (x, y) al centro C (h, k).

d? = (x —h)2 + (y — k)2
La distancia d es igual al radio (d=r), por lo tanto

r2=(x—-h?+ (y—k)?
Remplazamos las coordenadas del centro C (h, k)

r? = (x—h)?+ (y — k)?

La ecuacion anterior se denomina ecuacion candnica de la circunferencia con centro en (h, k).

Descripcion: Circunferencia con centro en (h, k) y radio r.
Elaborado por: Vivanco, S (2022).

Ecuacion general de la circunferencia

Recordatorio:
Binomio elevado al cuadrado

(a +b)? = a® + 2ab + b?

Si desarrollamos la ecuacion canonica de la circunferencia, resolviendo el producto notable
binomio al cuadrado (en los dos paréntesis), tenemos:

Ecuacién candnica de la circunferencia con

2 2 — 2
(x=hy¥+(y-k?*=r centro en (h, k).

x? — 2xh + h? + y? — 2yk +k? = r? Resolviendo el binomio al cuadrado
X2 +y2—2hx-2ky +h?+y?—r?2=0 Ordenando los términos convenientemente

A=-2h; B=-2k; C=h*+y?—r? Remplazando las constantes A, By C

x?+y?+ Ax+By+C=0 Ecuacién general de la circunferencia

Obtencion de la ecuacion canonica de la circunferencia a partir de la ecuacion general
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Para llegar a la ecuacion canonica a partir de la ecuacion general, se sigue el siguiente
procedimiento:

1. Debemos identificar las variables elevadas al cuadrado, ya que vamos a escribir todos los términos
gue contengan dichas variables a la izquierda de la igualdad y los demaés a la derecha.

2. Hecho esto se puede completar un trinomio cuadrado perfecto en el lado izquierdo para cada
variable, para ello se tiene que dividir el término lineal y este resultado elevarlo al cuadrado v el
namero que resulte se agregara a ambos lados de la ecuacion.

3. Teniendo los trinomios cuadrados perfectos al lado izquierdo se puede factorizar para convertirlo
en un binomio al cuadrado, mientras que en el lado derecho de la igualdad se deben sumar los
nameros.

Ejemplo 1. Hallar la ecuacion canonica de la circunferencia con centro en el origen y radio igual a 4.

Solucion.

Partimos de la ecuacion canénica de la circunferencia con centro en el
origen

2= x2 +y?

remplazamos los datos

(4)2 =5 +y?

16 = X2 + y? Descripcion: Circunfergncia con elorigen y radio 4.
Elaborado por: Fitrrafiertvi: (2023)

Parabola

Una parabola es el lugar geométrico de todos los puntos de un plano que tienen una distancia
igual a una recta fija denominada directriz, y a un punto fijo llamado foco.

Y (-1 = 4p(y-k)

foco i(h, k+p)

vértice!(h, k)

directriz
y=k-p

X

Descripcion: Parabola vertical, vértice (h, k).
Fuente: wikipedia.org (s.f.).

Elementos de la parabola

e Eje focal: También nombrado eje de simetria es la recta que pasa por el foco e interseca
perpendicularmente a la directriz.

e Directriz: Recta cuya distancia a cualquier punto de la parabola es igual a la distancia de la
misma al punto fijo llamado foco.

e Vértice: Es el punto V en el que se une la parabola con el eje focal.

e Foco: Es el punto fijo F que se halla sobre el eje de simetria.
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e Lado recto: Es la cuerda paralela a la directriz que pasa por el foco, su distancia es de 4p.
e Pardmetro: Designado comunmente con la letra p, se refiere a la distancia que existe entre el
vértice y el foco, la cual es igual a la distancia entre el vértice y la directriz.

directriz—>

- distancia
P="focal

Descripcién: Elementos de la parabola.
Fuente: diferenciador.com (s.f.).

Tipos de parabolas

Podemos clasificar a las parabolas dependiendo en su orientacion. Podemos tener parabolas
orientadas horizontal y verticalmente. Ademas, las parabolas pueden abrirse hacia la derecha, hacia la
izquierda, hacia arriba y hacia abajo, es decir podemos tener los siguientes tipos de parabolas:

Parabola horizontal que se abre hacia la derecha
Parabola horizontal que se abre hacia la izquierda
Parabola vertical que se abre hacia arriba
Parabola vertical que se abre hacia abajo

D NANINN

VERTICAL HORIZONTAL

. . Derecha Izquierda
Arriba Abajo 1

_ directrizT
foco - vértice directriz

v

foco directriz
- vértice

vértice foco
.
~ directriz i - l

Descripcioén: Tipos de parabolas.
Fuente: Tituafa, M. (2023).

Ecuacién canonica de la parabola

Parabola horizontal que se abre hacia la derecha

Esta parébola es obtenida cuando la directriz es vertical y el pardmetro p es positivo.
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p>0

directriz focg (h+p, k)
x=R-p vértice (h, k)

simetria y=k
(y —k)* =4p(z —h)
Descripcion: Parabola horizontal que se abre hacia la derecha
Fuente: Huera, J (2022).

Paréabola horizontal que se abre hacia la izquierda

Esta parabola es obtenida cuando la directriz es vertical y el pardmetro p es negativo.

p<O0

foco (h+p, k) directriz
y " 1

simetria y=k

(y — k)* = 4p(z — h)
Descripcién: Parabola horizontal que se abre hacia la izquierda
Fuente: Huera, J (2022).

Paréabola vertical que se abre hacia arriba

Esta parabola es obtenida cuando la directriz es horizontal y el parametro p es positivo.
p>0

vértice | (h, k)

directriz| y=k-p
simetria x=k
(x —h)* = 4p(y — k)
Descripcidn: Parabola vertical que se abre hacia arriba
Fuente: Huera, J (2022).

Parabola vertical que se abre hacia abajo

Esta parabola es obtenida cuando la directriz es horizontal y el parametro p es negativo.
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p<0

directriz| y=k-p

vértice | (h, k)

simetria x=k

(z —h)* =4p(y — k)
Descripcioén: Pardbola vertical que se abre hacia abajo
Fuente: Huera, J (2022)

Ecuacioén general de la parabola

Obtencidn de la ecuacion general de la pardbola a partir de la ecuacion candnica.

Recordatorio:
Binomio elevado al cuadrado

(x + h)? = x? + 2xh + h?

Para llegar a dicha expresion o forma general, es necesario desarrollar algebraicamente la forma
candnica de la ecuacion, siguiendo el siguiente proceso:

1. Desarrollar el binomio al cuadrado del lado izquierdo y realizar la propiedad distributiva al lado
derecho de la ecuacion.
2. Hecho esto se iguala a cero toda la ecuacion y se operan términos semejantes.

Tomando como ejemplo la forma:
(x-h)? =4p(y- k)
Desarrollando resulta:
Ax* +Dx+Ey+F=0
Por ejemplo, desarrollar la ecuacion canonica de la parabola: (x + 3)?2 = 8(y — 1)
x2+6x+9=8y—38
x2+6x+9—-8y+8=0

x? + 6x — 8y + 17 = 0, que es la ecuacion de una parabola vertical en su forma general.
Anélogamente, para una parabola de orientacion horizontal, la ecuacion en su forma general seré:

Cy?+Ey+Dx+F=0

Por ejemplo, desarrollar la ecuacion canonica de la parabola: (y — 2)? = 4(x + 2)
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y:—4y+4=4x+8
y2—4y+4—4x—-8=0

y? —4y — 4x — 4 = 0, que es la ecuacion de una parabola horizontal en su forma general.

Obtencién de la ecuacion canoénica de la parabola a partir de la ecuacién general

Para llegar a la ecuacion canonica a partir de la ecuacion general, se sigue el siguiente
procedimiento:

3. Debemos identificar la variable que esta elevada al cuadrado, ya que vamos a escribir todos los
términos que contengan dicha variable a la izquierda de la igualdad y los demas a la derecha.

4. Hecho esto se puede completar un trinomio cuadrado perfecto en el lado izquierdo, para ello se
tiene que dividir el término lineal y este resultado elevarlo al cuadrado y el nimero que resulte
se agregara a ambos lados de la ecuacion.

5. Teniendo el trinomio cuadrado perfecto al lado izquierdo se puede factorizar para convertirlo
en un binomio al cuadrado, mientras que en el lado derecho de la igualdad se debe sacar factor
comdn.

Ejercicio 1. Hallar todos los elementos de la parabola cuya ecuacion es:
(y-4y=8(x+2)

Realice también la grafica de la pardbola utilizando cualquier software matematico o graficadora.

directriz

Solucion. w
Comparamos con la ecuacion

(y—K)?=4p (x—h)

Tenemos entonces:

eje

dp=8;,p=2

Veértice (h, k) = (-2, 4) B T  ARBEE SEEEESEEEN EREEE Y

2.

Foco (h+p,K)=(-2+2,4)=(0, 4)

DescripciGmTParabola NoTTZomtar Vertice (=2, 2) Y 6co (0,4).
Directrizz.x=h-p;x=-2-2;x=-4 Elaborado por: Vivanco, S (2022).

Ejecy=k;y=4

Medidas de Tendencia Central para Datos no Agrupados

Las medidas de centralizacion son parametros estadisticos que marcan, bajo distintos criterios,
los valores en torno a los cuales se disponen los datos de una distribucion. También se Ilaman medidas
de tendencia central, pues alrededor de ellas se disponen los elementos de las distribuciones. Las mas
importantes son la media, la mediana y la moda.
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Media aritmética (X)

La media aritmética, promedio o, simplemente, media, de los valores X1, Xa,..., Xn, S€ designa por (X) y
se obtiene de la siguiente manera:

X1+ x+.. +xy,

X =

Znn x:
=1

n

X =

Ejemplo. Las edades de 7 nifios son 3, 5, 6, 8, 9, 9 y 9. Hallar la media aritmética.

3+45+6+8+9+9+9 49
7 7

X =

Mediana (Me)

La mediana Me, La mediana es el nimero que ocupa el lugar central, es decir, es el nUmero que
estd en medio de los datos ordenados de mayor a menor o0 de menor a mayor. Se presentan dos casos:

» a) Si el numero de términos de la distribucion es impar
La mediana es el valor que ocupa el lugar central, cuando los datos estan ordenados de menor a mayor.

Ejemplo 1. Las edades de 7 nifios son 3, 5, 6, 8, 9, 9 y 9. Hallar la mediana

— = \ 8

j— (573 o3 !
& oIS =2 D =
3 afios 5 afios 6 afios 9 afos 9 afos

Fuente: https://www.portaleducativo.net/octavo-basico/790/Media-moda-mediana-rango

En este ejemplo los datos estan ordenados y se observa que la edad del nifio de 8 afios ocupa la parte
central del conjunto de datos: Me = 8
Ejemplo 2. En la distribucion de edades: 6, 7, 9, 6, 4, 13, 11.

Se ordenan los datos de menor a mayor: 4, 6,6, 7, 9, 11, 13.
Luego la mediana es Me =7, lugar central del conjunto de datos

» b) Si el nimero de términos de la distribucion es par

La mediana es el promedio de los dos datos centrales, cuando los datos estan ordenados de menor a
mayor.

Ejemplo 1. Las edades de 8 nifios son 3, 5, 7, 8, 9, 9, 9 y 10. Hallar la mediana
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KA S

9 afios 9 afios 10 afos

o oo 2

3 afos 5 afios 6 afios

Fuente: https://www.portaleducativo.net/octavo-basico/790/Media-moda-mediana-rango

. . . 749 _ 16
La mediana es el promedio de los valores centrales 7 y 9, es decir —~ 5" 8

Me=8

Ejemplo 2. En la distribucion de edades: 8, 4, 13, 6, 11, 6, 7, 9.
Se ordenan los datos de menor a mayor: 4, 6, 6, 7, 8, 9, 11, 13.

Luego la mediana es el promedio de los valores centrales 7 y 8, es decir %8;
Me =7,5.
Moda (Mo)

La moda, Mo, de una distribucion estadistica es el valor que mas se repite, entonces no es una
operacion matematica. Una distribucion puede tener mas de una moda o no tener ninguna.

- .-

o I =

3 afos 5 afios 6 afos 8 afos

Fuente: https://www.portaleducativo.net/octavo-basico/790/Media-moda-mediana-rango

Ejemplo. En la imagen se observa la distribucién 3, 5, 6, 8, 9, 9, 9, la moda es Mo =9

Tabla de frecuencia para datos agrupados

Los célculos estadisticos cuando el grupo de datos que se desea analizar son muy alto, pueden
generar un nivel de error considerable, por lo que es conveniente una agrupacion de datos en un cuadro
o tabla de distribucién y agrupacion de datos.

En este sentido, el Ministerio de Educacion ME (2018) expresa que “la estadistica es la parte de las
matematicas que se ocupa de recoger, organizar y analizar grandes cantidades de datos para estudiar las
caracteristicas o el comportamiento de un colectivo.” (p. 206). lo que permite el analisis de datos

mediante una organizacion y agrupacion utilizando tablas de frecuencias.
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Tabulaciéon de datos estadisticos

La tabulacion de datos es el proceso mediante el cual se toman los diferentes valores o atributos
de la variable y se ubican en una columna, segun el criterio de ordenacion definido por el investigador,

y al frente de cada valor o atributo se coloca la frecuencia.

Cuando se trata de variables cualitativas, para la tabulacion de datos se recomienda seguir un patrén
con orden cronoldgico, alfabético o con nivel jerdrquico y, posteriormente, se realiza el conteo; por
ejemplo, si el interés es conocer el nivel de escolaridad de un grupo de personas, se ordena de la
siguiente manera (ver tabla 1):

Tabla 1. Ordenacidn de datos para la variable cualitativa

Basica 45
Bésica Superior 32
Bachillerato 28
Técnico 21
Profesional con Licenciatura 14
Profesional con titulo de 4to nivel 9

Elaboracion Propia.

Cuando las variables que se utilizan son cuantitativas discretas para la tabulacién de datos se
utilizan escalas numéricas y se ordenan en forma creciente; ejemplo, si se consulta por el nimero de

hijos de un grupo de personas, estos deben ordenarse de forma creciente. (ver tabla 2):

Tabla 2. Ordenacidn de datos para la variable cuantitativa discreta

45
32
28
21
14

Al WIN - O

Elaboracion Propia

Cuando los datos son numerosos o corresponden a la variable cuantitativa continua, la
ordenacion en forma creciente ya no es funcional y, por lo tanto, se deben agrupar los datos en
intervalos, mediante el siguiente procedimiento: calcular rango o recorrido, nimero de intervalos o

clases, amplitud del intervalo de clase, limites de los intervalos y tabulacion.

Construccion de tablas para datos agrupados
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Para la construccion de tabla para datos agrupados se deben considerar una serie de pasos como
se detalla a continuacion:
a. Recorrido o Rango (R)
El recorrido es la diferencia entre los valores mayor y menor de la distribucién. Indica la longitud del
tramo en el que se hallan los datos. También se Ilama rango.

R = Xmax — Xmin

Donde, R: rango o recorrido.

Xmin . limite inferior (menor valor de la variable).

Xmax . limite superior (mayor valor de la variable).

b. Intervalos de clases (m)

Para obtener el nimero de intervalos de clases, es usando la raiz cuadrada del tamafo de la muestra.

Asi pues, otra formula para calcular el nimero de clases idéneo es la siguiente:

m=+N

c. Amplitud de clase (C)

La amplitud de los intervalos (C) en Estadistica es el rango de valores que pertenecen a un
intervalo. Es decir, la amplitud de una clase es el ancho entre los limites de la clase. Por lo tanto, la
amplitud de una clase es igual a la diferencia entre los dos limites del intervalo de la clase. Para el
célculo de la amplitud del intervalo se toma el cociente entre la amplitud del rango (AR) y el nimero
de intervalos (m) que se considere mas adecuado, teniendo en cuenta que este resultado (C) debe ser

una cantidad exacta.

R
C=—
m

Ejemplo: Los siguientes datos corresponden a las calificaciones de 40 estudiantes sobre 100 puntos.

Tabla 3. Calificaciones de estudiantes sobre 100 puntos.

70 | 59 | 58 | 46 | 84 | 47 | 70 | 80 | 67 | 47
67 | 52 | 69 | 60 | 67 | 94 | 68 | 83 | 70 | 57
57 | 73 | 64 | 63 | 74 | 82 | 67 | 58 | 66 | 70
65 | 8 | 77 | 70 | 72 | 73 | 67 | 61 | 76 | 73

a. Recorrido
R = Xmax — Xmin

R =04 46 =48

b. Intervalos de clases
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m=+N
m =40
m=6,32=6

c. Amplitud de clase

Para el célculo de la amplitud usaremos el cociente de rango para el nimero de intervalos de clases.

Con la informacidn anterior se presenta en la siguiente tabla de frecuencias: por uso conveniente
para la construccion de la tabla de frecuencia se debe incluir la marca de clase o punto medio de cada
intervalo, el mismo se calcula sumando los limites de cada intervalo y dividiendo para 2. Ejemplo, en
el primer intervalo los limites son 46 — 54; por tanto, Xi = (46 + 54)/2 = 50

Intervalos | Marca de clase
li Xi

[46 — 54) 50

[54 - 62) 58

[62 —70) 66

[70 —78) 74

[78 — 86) 82

[86 — 94) 90

Elaboracion Propia.

d. Frecuencia absoluta

Se denomina frecuencia absoluta (f;) a la cantidad de veces que se presenta el valor x; de la
variable X en la muestra o la poblacién. Las frecuencias absolutas para datos corresponden a las
calificaciones de 40 estudiantes sobre 100 puntos. Esta determinada por las veces que se repiten los
datos en cada intervalo.

e. Frecuencia relativa

La frecuencia relativa (f:i) se define como el porcentaje de frecuencia absoluta en relacion al
total de datos de la muestra (n). Se obtiene con el cociente entre la frecuencia absoluta y el total de
datos, usando la siguiente ecuacion:

n;
fri=—%100

Siendo n el total de datos.

f. Frecuencia absoluta acumulada
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La frecuencia absoluta acumulada (fa) para un valor x; de una variable X es la adicion de las
frecuencias absolutas n; hasta alcanzar la totalidad de los datos. Se calcula mediante la siguiente

ecuacion:

g. Frecuencia relativa acumulada
La frecuencia relativa acumulada (f.r) para un valor xi de una variable X es la adicion de las

frecuencias relativas f,i hasta alcanzar la totalidad de los datos. Se calcula mediante la siguiente

ecuacion:

fair =

> f

k=1

Con los datos de la tabla 3 se construye la siguiente tabla

Tabla 6. Distribucién de frecuencia datos agrupados.

Marca . Frecuencia Frecuencia Frecuiencla
Intervalos Frecuencia Producto . acumulada
de clase relativa acumulada .
relativa
li Xi fi Xifi fri fai fair
[46 — 54) 50 4 200 10% 4 10%
[54 - 62) 58 7 406 17,5% 11 27.5%
[62 —70) 66 16 1056 40% 27 67,5%
[70 —78) 74 7 518 17,5% 34 85%
[78 — 86) 82 5 410 12,5% 39 97,5%
[86 — 94) 90 1 90 2,5% 40 100%
n=xfi=40 | Xxifi=2680 | Xfi=100%

Elaboracion Propia.

Medidas de Tendencia Central para Datos Agrupados

Los calculos estadisticos cuando el grupo de datos que se desea analizar son muy alto, pueden
generar un nivel de error considerable, por lo que es conveniente una agrupacion de datos en un

cuadro o tabla de distribucion y agrupacién de datos.

Estadistica: Es la parte de las matematicas que se ocupa de recoger, organizar y analizar
grandes cantidades de datos para estudiar las caracteristicas o el comportamiento de un colectivo lo
que permite el analisis de datos mediante una organizacion y agrupacion utilizando tablas de

frecuencias.

Medidas de centralizacion para datos agrupados
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Para calcular las medidas de tendencia central, con datos agrupados, se usan tablas estadisticas.
Las tablas estadisticas son compilaciones numéricas estructuradas y faciles de interpretar, que sintetizan
los datos de una poblacion.

Los siguientes datos representados en la tabla, corresponden a los minutos de teléfono de celular
gue ocupan mensualmente un grupo de personas. Calcula la media, mediana y moda.

Tabla 1. Distribucién de frecuencia datos agrupados

Frecuencia | Producto de Erecuencia
Marca Absoluta lamarcade | Frecuencia | Frecuencia
Intervalos 8 . acumulada
de clase NUm. de clase por la acumula relativa .
. relativa
persona frecuencia
X Xi fi Xifi Fi fr o fri %
[45 — 55) 50 4 200 4 10 10
[55 — 65) 60 10 600 14 25 35
[65 — 75) 70 18 1260 32 45 80
[75 — 85) 80 7 560 39 17,5 97,5
[85 — 95) 90 1 90 40 2,5 100
N =40 Yxifi = 2710 100%

Media aritmética

La media aritmética es la medida de tendencia central méas utilizada y la de mayor
representatividad en los analisis estadisticos. Representa el promedio del conjunto de datos de la
muestra.

La media aritmética de datos agrupados, se calcula asi:
e Determinamos la marca de clase (xi)
e Multiplicamos la marca de clase por la frecuencia y sumamos los resultados.

e Dividimos el resultado anterior entre el nimero de datos.

Si el conjunto de datos se ha agrupado en intervalos, el calculo de la media aritmética se
realiza mediante la siguiente formula:

Y:ZMh
N
Donde:

x: Media aritmética
> xif - Sumatoria del producto de la marca de clase y la frecuencia.

N: NUmero total de datos

Utilizando los datos del ejemplo anterior hallamos la media aritmética.
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infi_2710
N 40

Mediana (Me)

La mediana en un conjunto de datos es el valor que ocupa el lugar central, para datos agrupados

se determina el intervalo en el que se encuentra dicho parametro.

La mediana para datos agrupados se calcula de la siguiente manera:

e Determinamos las frecuencias absolutas acumuladas Fi.

o Dividimos el total de casos para dos, asi se conoce el valor medio de la ordenacion N/2.

e Si N/2 esta entre dos valores de la columna de frecuencias absolutas acumuladas, el valor de la
mediana se encuentra en el intervalo igual al mayor de ellas.

e Si N/2 es igual a la frecuencia acumulada, entonces el limite superior de dicho intervalo
corresponde a la mediana.

e Luego utilizamos la formula

_Fai

/N
N =
N—

Me=1L;+A |2 —
‘ fi

Donde:
L;: Limite inferior del intervalo en el que se encuentra la mediana.

A: Amplitud o ancho del intervalo en el que se encuentra la mediana.

N /2: mitad de los datos.

F ,;: Frecuencia absoluta acumulada menor a N/2

fi: Frecuencia absoluta del intervalo en el que se encuentra la mediana.

Ejemplo, con los datos de la tabla anterior, encontrar la mediana

Tabla 2. Distribucién de frecuencia datos agrupados

Frecuencia | Producto de Frecuencia
Marca de Absoluta lamarcade | Frecuencia Frecuencia
Intervalos , . acumulada
clase NUm. de clase por la acumula relativa .
. relativa
persona frecuencia
X Xi fi Xifi Fi fr o fri %
[45 —55) 50 4 200 4 10 10
[55 — 65) 60 10 600 14 25 35
[65—75) 70 18 1260 32 45 80
[75 —85) 80 7 560 39 17,5 97,5
[85 — 95) 90 1 90 40 2,5 100
N =40 >xifi = 2710 100%

Elaboracion Propia.
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Primero se busca n/2 = 40/2 = 20

Li: 65
Ai: 10
n/2: 20
Fa: 14
fi: 18

Moda

Se sustituyen los datos en la ecuacién

Me=65+10[

20—14
18

Me = 68,33

|

La moda se encuentra en el intervalo que tiene mayor frecuencia.

Se determina de la siguiente manera:

e Buscamos el intervalo que tiene mayor frecuencia.

e Luego utilizamos la siguiente formula:

Donde:

Li: Limite inferior del intervalo en el que se encuentra la moda.

MO:Li+Ai[f
i—

fi+
ey

Ai: Amplitud del intervalo en el que se encuentra la moda.

fi+1: Frecuencia superior al intervalo en el que se encuentra la moda

fi.1: Frecuencia inferior al intervalo en el que se encuentra la moda

Ejemplo, con los datos de a tabla 1, encontrar la moda.

Tabla 3. Distribucion de frecuencia datos agrupados.

Frecuencia Producto de Frecuencia
Marca Absoluta lamarcade | Frecuencia | Frecuencia
Intervalos , . acumulada
de clase NUm. de clase por la acumula relativa .
. relativa
persona frecuencia
X Xi fi xifi Fi fro fi %
[45 — 55) 50 4 200 4 10 10
[55 — 65) 60 10 600 14 25 35
[65 — 75) 70 18 1260 32 45 80
[75 - 85) 80 7 560 39 17.5 97.5
[85 — 95) 90 1 90 40 25 100
N =40 >xifi = 2710 100%

Intervalos NUm. de

personas
[65 — 75)

Datos

Frecuencia absoluta

(f1)
18

Elaboracion Propia.

Mo=65+10[

7
10 + 7

Mo = 65 + 10[0,41]
Mo = 65 + 4,1

Se aplica la ecuacion de la moda sugerida.

|
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Li: 65 Mo = 69,1
Ai: 10
firr: 7
fia: 10

Medidas de Dispersion

Introduccion

Las medidas de tendencia central que posibilitan la representacion del conjunto de datos por
medio de un valor, es necesario conocer la variabilidad o la dispersion que los datos pueden tener en
relacién a una medida central. En los analisis estadisticos, las medidas de dispersion mas representativas
son: rango, rango intercuartil, varianza, desviacion estandar y coeficiente de variacion.

Medidas de dispersion para datos no agrupados

Los parametros de dispersion de un conjunto de datos nos informan sobre la dispersion de los
datos considerados, es decir, nos dicen si estos estdn mas o menos separados. Existen diferentes
parametros de dispersion.

Los mas utilizados son el recorrido, la desviacion media, la varianza y la desviacion estandar.

Recorrido o Rango

La medida mas simple de dispersion es el rango. Representa la diferencia entre los valores
maximo y minimo de un conjunto de datos, y se representa por r.

En forma de ecuacion tenemos:
Rango = Valor maximo - valor minimo

El rango se emplea mucho en aplicaciones de control de procesos estadisticos, debido a que
resulta facil de calcular y entender.

Ejemplo:

Consideramos la serie de datos de la variable estadistica que representa la edad de los 16 alumnos de
un curso de matematica, tenemos:

22 11 49 24 31 19 25 19 15 23 16 24 19 30 18 15
Recuerda ordenar los datos de menor a mayor:

11 15 15 16 18 19 19 19 22 23 24 24 25 30 31 49
El recorrido de esta serie de datos es:

R =49 — 11 = 38
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Desviacion media.

N i
.- . i -X ™ -z
En general, escribimos abreviadamente: D,,, = % Se puede utilizar para mayor comprension;
o _Zha X
m N

Donde:
D,,, = Desviacion media
>N ,1x4 — X| = Sumatoria del valor absoluto de las desviaciones de x; — X

N = nlmero total de datos

Ejemplo:

Calculemos la desviacién media de la distribucién: 5,3, 7, 8,5, 8,5,7,9, 3, 3

1. Calculemos la media aritmética del conjunto de datos:

)_(_5+3+7+8+5+8+5+7+9+3+3

11
X_63

11
X =573

Se aproxima el promedio a 6 para facilitar los calculos.

2. Apliquemos la formula para calcular la desviacion media:

Dp,
15 —=6/+I3—-6|+]7—6[+[8 —6|+|5—6/+|8 —6/+|5—6]+|7 —6|+]9 — 6]+|3 — 6] +3
B 11
14+3+1+2+1+2+14+14+34+3+3
m 11
b 21
m™T11
D,, = 1,91
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Varianza

Nos indica la variabilidad de los datos, es decir que tan alejados estan los datos de su media.
Es la media aritmética de los cuadrados de las diferencias o desviaciones de cada dato hasta la media:

Varianza muestral (para una muestra): $2 =

Ejemplo:

N

(xi - 0)?
N-1

. — )2
Varianza poblacional (para una poblacion: 2 = 20— %)

Calcular la varianza poblacional y muestral de los siguientes datos correspondiente a las edades de un

grupo de nifios.

Procedimiento:

1. Se calcula la media aritmética,

_ 5+6+6+7+38
X: =

56,6,7,8

5

)

2. Se para la facilidad del ejercicio construiremos una tabla.

3. X

8

Z(xi - )?)2 =5,2

Ahora se aplica la ecuacion varianza poblacional. o2

g% =

4. Ahora se aplica la ecuacion varianza muestral. S? =

i (.'X,'i — X)

1,96
0,16
0,16
0,36

2,56

ra obtener (x; — X)>?

=5

= 6.4

procede a restar:
5-64 =-14

eleva al cuadrado (—1.4)

_ Ixi—%)?
- N
—~ =1,04 afios?
5 anos
X (xi — ©)?
N-1
5,2 13 afios?
5 1 = 1,5 anos
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Notese que si se interpreta la varianza se estaria diciendo que la variacion en las edades de los nifios es
de 1,04 afios cuadrados, lo cual no es I6gico. En este sentido, cobra importancia la varianza como

medida de transicidn para la desviacion tipica o estandar.
Desviacion estandar
La desviacion estandar es considerada la medida de dispersion con mayor representatividad para un

conjunto de datos. Matematicamente se calcula como la raiz cuadrada positiva de la varianza, y se

denota por (s) cuando se estima para la muestra y por (o) si se calcula para la poblacional.
s =+/52
o=+02

Con los valores obtenidos en el apartado anterior calcular la desviacion estandar para la muestra y la

poblacion.
o = /1,04 aios? = 1,02 ailos. Para la poblacién

S = /1,3 afios? = 1,14 afios. Para la muestra

Medidas de dispersion para datos agrupados
Para datos agrupados el calculo de la varianza se realiza usando la siguiente ecuacion:

52 _ Xl =%+ f;
N

Con el uso de la ecuacién y los datos que se presentan en la tabla calcular la varianza y la desviacion

estandar.
x; =10+ 15 * fi £t & =% X = X)"~f Xi - fi
25 [10 - 15) 12,5 6 75 241,18 1447,08 12,5 6
Xi = 7
[15 - 20) 17,5 7 1225 110,88 776,16 =75
Xi = 12, 5
[20 - 25) 225 10 225 30,58 305,80
Yv\2
[25 - 30) 275 11 302,5 0,28 3,08 X - X)
(12.5 — 28,03)?
[30 - 35) 325 15 4875 19,98 299,70
(—15.53)2
— 241,18

(17.5 — 28,03)2

Paginal (=10.53)?
= 110,88
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[35 - 40) 37,5 17 637,5 89,68 1524,56
Totales Yn =66 Yx xf = >=4356,38
1850

Ahora se calcula el promedio, recuerde que para datos agrupados el promedio es:

X:ZX*f

Con los datos obtenidos de la construccion de la tabla se aplica la ecuacion de varianza.

52 Xl = X2 f;
N

Se sustituye en la ecuacién

_ 4356,38
66

2

o = 66,01

La desviacion media se calcula usando la ecuacion ¢ = Vo2

o = /66,01 afios?

o = 8,12 afios

Referencias Bibliograficas

Basurto Hidalgo E. & Castillo Pefia G. (2012). Algebra. Primera Edicion.

Haeussler Jr. Ernest & Paul S. Richard (2003). Matematicas para administracion y economia. Décima

Edicion.

Ministerio de Educacion del Ecuador (2017). Adaptaciones curriculares para la educacidn con personas
jévenes y adultas. Subnivel superior de educacion general basica y nivel de bachillerato.

A. Rendon Trejo, J. Rodriguez Franco, A Morales Alquicira (1998). Introduccion al Algebra Lineal y

de Matrices Aplicaciones con Excel, Primera Edicion

Pagina |58



